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Exercice complémentaire 5.5 : Ecoulement de Stokes autour d’une sphère

Dans un article majeur paru en 1846, G.G. Stokes a établi (entre autres) la solution de l’écoulement
d’un fluide autour d’une sphère, dans le régime dominé par la viscosité (maintenant appelé régime
de Stokes). En décrivant les champs de vitesse et de pression en coordonnées sphériques, c.a.d. u⃗ =
ur(r, θ)e⃗r + uθ(r, θ)e⃗θ et p = p(r, θ), la Solution de Stokes s’écrit :
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Le but de cet exercice est de vérifier que cette expression est bien solution des équations du mouvement,
et de calculer la force exercée sur la sphère.

(On néglige la gravité pour simplifier).

1. A partir du formulaire (section D.3), écrivez l’équation de continuité sous sa forme la plus simple.

On part de l’expression de div(u⃗) donnée dans le formulaire et on supprime le terme contenant la
composante uφ qui est nulle dans le cas présent. On arrive à :
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2. Vérifiez que la solution de Stokes est bien solution de cette équation de continuité.

Il y a 4 termes dans cette expression que nous allons évaluer un par un :
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En rassemblant les termes du même type, on arrive à

div(u⃗) = U cos θ
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3. Toujours a partir du formulaire, écrivez sous leur forme la plus simple les projections dans les
directions r et θ de l’équation de Stokes.

L’équation de Stokes est obtenue a partir de l’équation de Navier-Stokes en supprimant les termes
”instationnaire” et ”convectif” qui sont les termes de gauche de l’équation. On va de plus supprimer
tous les termes faisant intervenir uφ et toutes les dérivées par rapport à φ qui ne sont pas pertinents
ici. En introduisant ces simplifications dans les deux premières composantes de l’équation donnée
dans le formulaire (la troisième composante n’étant pas pertinente ici), et en divisant par ν pour
mettre sous la forme la plus simple, on arrive à :
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4. Montrez que la solution de Stokes est bien solution de ces équations.

On va faire ce travail pour l’équation (2) correspondant à la composante selon r seulement (la
vérification de l’équation (3) se fait de la même manière). Il y a 7 termes à évaluer. Les 4 premiers
sont :
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Les trois derniers termes contiennent des ingrédients qui ont déjà été évalués dans le calcul de la
divergence, et peuvent être regroupés pour s’écrire
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En regroupant de nouveau les termes de même forme on obtient :
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5. Donnez l’expression des contraintes visqueuses à la surface de la sphère τrr(r = a, θ) et τrθ(r = a, θ).

D’après le formulaire :
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Toutes les dérivées du champ de vitesse nécessaire ont déjà été évaluées dans les questions précédentes.
En rassemblant les morceaux on arrive à :
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En évaluant ces quantités ainsi que la pression à la surface (en r = a) on trouve :

τrr(a, θ) = 0; τrθ(a, θ) =
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6. En déduire la force exercée sur l’objet.

Le vecteur contrainte est donné par

F⃗fluide→sphère ≡
∮
sphère

⇒
σ · n⃗sphère→fluide dS

On utilise ici la convention MMC : la normale est sortante par rapport au domaine qui reçoit la
force qu’on cherche à évaluer, ici la sphère, elle est donc orientée de la sphère vers le fluide. Celle-ci
vaut n⃗sphère→fluide = e⃗r.

La contrainte vaut donc :

⇒
σ · n⃗sphère→fluide = −pe⃗r +

⇒
τ · e⃗r = −pe⃗r + (τrr e⃗r + τrθ e⃗θ)

En reportant dans l’intégrale et en explicitant les bornes d’intégration et l’élément de surface
sphérique, on a

F⃗fluide→sphère

∫ π

θ=0

∫ 2π

φ=0

[(−p+ τrr)e⃗r + τrθ e⃗θ] a
2 sin θdθdφ

Pour évaluer l’intégrale il va maintenant falloir exprimer e⃗r et e⃗θ dans une base fixe (e⃗x, e⃗y, e⃗z). Ce
changement de base s’écrit :

e⃗r = cos θe⃗x + sin θ cosφe⃗y + sin θ sinφe⃗z; e⃗θ = − sin θe⃗x + cos θ cosφe⃗y + cos θ sinφe⃗z.

Il faut maintenant remplacer p, τrr et τrθ par leur expression en r = a calculée plus haut. Par raison
de symétrie les projections selon e⃗y et e⃗z sont nulles, il reste donc :
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F⃗fluide→sphère = 2πa2
∫ π
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Il reste à évaluer les petites intégrales suivantes :∫ π
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En rassemblant toutes les parties on arrive finalement au résultat attendu :

F⃗fluide→sphère = 6πµUae⃗x.
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