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Allée de tourbillons de Von Karman
en aval d’un cylindre & Re = 140 (lignes d’émission).

Allée de tourbillons de Von Karman
dans le sillage de 'ile de Guadalupe (océan Pacifique).
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Questions de cours sur le chapitre 9

9. Ecoulements inertiels

Questions de cours :

1.
2.
3.

6.

Que signifie I'approximation du " fluide parfait” et dans quelles circonstances est-elle justifiée ?
Etablir le bilan local d'énergie cinétique dans le cas général.

En déduire le premier théoreme de Bernoulli. Précisez les hypotheses de validité de ce dernier
et précisez a quel étape de la démonstration apparaissent chacune de celles-ci.

Qu’est ce que la "relation de Coanda” ? Expliquez en quelques mots le principe de sa
démonstration. Quelles en sont les principales conséquences ?

Justifiez pourquoi, dans la zone de recirculation derriére un obstacle non profilé (cylindre par
exemple), la pression est approximativement constante et égale a la pression "loin de I'objet”.

Démontrez le théoréme d’Euler.

Exercices de cours :

1.

Expliquez le principe de fonctionnement d'un tube de pitot (avec une figure), et montrez que
celui-ci permet, a partir d'une mesure de pression différentielle, de déduire la vitesse d'un
écoulement.

Expliquez le principe de fonctionnement d’un tube de venturi (avec une figure), et montrez
que celui-ci permet, a partir d'une mesure de hauteur d'eau dans des tubes, de déduire le
débit massique d'un liquide dans une conduite.

Perte de charge singuliére pour un élargissement brusque (exercice préparatoire 9.0)

Force exercée sur un auget (cf. TP).
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9. Ecoulements inertiels L’approximation d'écoulement inertiel

Définitions

On appelle écoulement inertiel un écoulement caractérisé par un nombre de Reynolds = YL > 1.

«— L —
U
—

Interprétation : si U et L désignent les échelles caractéristiques de vitesse et de longueur de
I"écoulement,

re= {5,
Le terme visqueux est donc négligeable devant le terme de convection (cf. chap. 8).

Autre interprétation (plus physique) :

.
Re= 2
Ta
ol 7, = LJU est le temps caractéristique d’advection
et 7¢ = L= /v est le le temps de diffusion visqueuse (cf. chapitre 4).

Re > 1 signifie donc que 74 > 7, : le temps caractéristique de diffusion visqueuse est tres grand,
la viscosité n’a donc " pas le temps” de jouer son réle de diffusion et n'est donc pas le mécanisme
dominant.

nique des fluides




9. Ecoulements inertiels L’approximation d'écoulement inertiel

Exemples

Ecoulements inertiels :
UL
Re= —>1
v

O Tache rouge de Jupiter :
U ~ 100 m/s (360 km/h), L ~ 15000 km, v ~ 15 x 10~% m?/s (cf. air) = Re ~ 10**

o Cyclone :

U ~ 45 m/s (170 km/h), L ~ 100 km, v ~ 15 x 107% m?/s = Re ~ 3 x 10!
o Avion :

U ~ 100 m/s (360 km/h), L ~ 15 m, v ~ 15107% m?/s = Re ~ 10%
o Bateau :

U ~ 10 m/s (20 noeuds, 36 km/h), L ~ 10 m, v ~ 107% m?/s = Re ~ 10%

o Nageur :
U~1m/s,L~2m,v~10"%m?/s = Re~ 2 x 10°
o Ballon de foot :
U ~ 30 m/s (100 km/h), L ~ 0.2 m, v ~ 15 x 1079 m?/s = Re ~ 4 x 10°

o Robinet :
U~50cm/s, L~2cm, v~ 10~¢ m2/s = Re ~ 10%
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9. Ecoulements inertiels Le modéle de fluide parfait

Ecoulement de fluide parfait

On a vu (chapitre 8) que si Re > 1, le terme visqueux peut étre négligé dans I'équation de
Navier-Stokes, ce qui aboutit a I'équation d'Euler :
ou = 1
5 + (gradﬂ) - = —— gTadp + § w2510
p
L'équation d'Euler peut étre interprétée comme I'équation du mouvement pour un fluide idéalisé,
parfaitement non visqueux, (c’est-a-dire de viscosité nulle v = 0) appelé fluide parfait.

Les écoulements inertiels sont donc aussi aussi parfois appelés écoulements de fluide parfait
(écoulement d'un fluide hypothétique de viscosité nulle).

C'est un abus de language, le " fluide parfait” n’existe pas (tous les fluides ayant une viscosité), a
quelques exceptions exotiques pres :

o Hélium liquide "superfluide” a T' < 4K ;
o Condensats de Bose-Einstein

o Plasmas de quarks et gluons (intérieur des étoiles a neutron...)

L3 Mécanique 0 nique des fluides



9. Ecoulements inertiels Le modéle de fluide parfait

Propriétés de I'équation d’Euler

L'équation d'Euler n'est pas beaucoup plus facile a résoudre que celle de N-S, et pose quelques
problémes conceptuels...

O La recherche de solutions stationnaires n'a en général pas de solution unique (exemple :
écoulements paralléles de la forme u(y))

o Elle autorise des solutions discontinues (couches de cisaillement).

o Elle autorise le glissement le long d'une paroi.

Remarque : mathématiquement I'équation d’'Euler est d’ordre 1 en espace et nécessite donc des
conditions limites moins contraignantes que I'équation de Navier-Stokes :

ilieu extérieur
aroi solide)

fluide

fluide réel continuité de la vitesse (condition d'adhérence)
(visqueux) U(T € 3,t) = text (T € 3, 1)
fluide parfait continuité de la vitesse normale (condition de glissement ou non-pénétration)

(non visqueux) (T € 3, 1)1l = Uext (¥ € X, )1

L3 Mécanique 0 nique des fluides



9. Ecoulements inertiels Le modéle de fluide parfait

Limites du modele de fluide parfait

Observations expérimentales : méme a Re >> 1, c’est-a-dire pour une viscosité aussi petite que
I'on veut, on observe que le fluide adhére a la paroi! (ou plus rigoureusement que la vitesse "au
sens de la MMC" est nulle a la paroi; cf. chapitre 3 pour une explication microscopique).

— les conditions aux limites du fluide réel sont incontournables

Plus précisément, les observations expérimentales montrent que la condition limite d’adhérence est
assurée a travers d'une couche trés fine en proche paroi, en dehors de laquelle I'écoulement vérifie
bien I'équation d'Euler, mais a travers laquelle les frottements visqueux ne sont plus négligeables.

Cette couche limite permet d'assurer |'adhérence.

/ frottements visqueux négligeables : Euler OK

couche limite
d'épaisseur 6 < L

>

frottements visqueux non négligeables

L

Retenons donc que le modele de Fluide parfait (et I’équation d’Euler) peuvent &étre utilisés :
- Pour les écoulements inertiels
- Sauf au voisinage immédiat des parois (et dans les régions turbulentes, cf chap. 6)

nique des fluides



9. Ecoulements inertiels Théorémes locaux

Equation pour I'énergie cinétique

Repartons de I'équation de Navier-Stokes pour un fluide homogéne de masse volumique p soumis a
une force extérieure volumique § :

ot = 1 din
qu(gradﬁ) <1T:77gf‘adp+§+@ (1)
ot p p
En notant et u? = ||@]|?, utilisons I'égalité mathématique (eq. E10 du formulaire)

=\ . - L1 2
(grad u) -4 = rot(d) AT+ §gradu

En prenant le produit scalaire de I'eq. de Navier-Stokes avec #, on obtient I'équation de bilan local

7 . C . 2
pour |'énergie cinétique massique e = §u :

de o) Tadg 11,
[démonstration] — Sl T grad (ey) = —4 - gacr 4 g-u+
dt ot P P

2

ou IT, = d;v(?) - 1 est la puissance volumique des efforts visqueux (et IL, /p la puissance
massique correspondante).

Si (a) le fluide est incompressible (p est uniforme), (b) I'écoulement est stationnaire (8/9t = 0),
et (¢) le champ de gravité est uniforme (§ = —gé.), a ors on peut réécrire ce bilan en
introduisant |'énergie mécanique massique : e,, = % +p/p+ gz :
de, 11,
[Démonstration] — T;&H =i - gfad (em) = —
p

®3)

nique des fluides



9. Ecoulements inertiels Théorémes locaux

Premier théoreme de Bernoulli : conservation de I'éi

On en déduit donc le Premier théoreme de Bernoulli :

Hypotheses :

(a) "Ecoulement incompressible” (ou plus rigoureusement écoulement isovolume),
(b) Ecoulement stationnaire,

(¢) Force volumique § = —gZ uniforme,

(d) "Fluide parfait” (ou plus rigoureusement forces visqueuses négligeables),

Alors la quantité e,, = p/p + gz + %uz se conserve le long de chaque trajectoire (ou ligne de
courant) (c.a.d. dzr =0).

On note aussi (en notation lagrangienne) :

em (t; X}) = em()fo), ol X est I'origine de chaque trajectoire lagrangienne.

Remarques

o Dans le cas des gaz on néglige habituellement I'energie potentielle de gravité.
Le théoréme de Bernouilli s'écrit alors : p + %pu2 =pa = Cte.
pa est appelée la pression de stagnation ou pression d'arrét.

o Dans le cas des liquides, e, est aussi couramment appelée la charge hydraulique.

o Si I'nypothese (c) est remplacée par (c’) : les forces volumiques sont conservatives,
c.a.d. il existe une fonction " potentiel gravitationnel” U telle que § = —gradl{ ,
alors le théoréme se généralise en : p + pU + %pu2 = f(Xo).

o Il existe une généralisation si I'hypotheése (a) est remplacée par (a’) : Fluide Barotrope,
c.a.d. p = p(P) (cf. formulaire C.3, démo en exercice).

L3 Mécanique 0 Mécanique des fluides



9. Ecoulements inertiels Théorémes locaux

Equations intrinséques

On va maintenant redémontrer ce théoréme (ainsi qu’une seconde relation trés utile) avec une
méthode différente.

Hypothéses pour ce paragraphe :

o Ecoulement stationnaire

o Régime d'écoulement incompressible
o Régime d’écoulement inertiel ligne de courant
o (Pour simplifier la démonstration) supposons
que la gravité peut &tre négligée (F'r > 1).

En notant s I'abscisse curviligne le long d'une tra-
jectoire (= une ligne de courant), R, et 7i respec- ;
tivement le rayon de courbure, les vecteurs unitaires n R
tangent et normal (repére de Frenet), on montre : Yo

1/ En projection sur la tangente t, I’équation d'Euler donne : ¥

¢ C (centre de courbure)

o (1 .
[Démonstration] — 3s (Epuz + p) =0 " Premier théoréme de Bernoulli”.
s

2/ En projection sur la normale 7, I'équation d'Euler donne

2 2
u 0 u
[Démonstration] — @ -Vp= —p— ouencore — = p— " Relation de Coanda”.
R or R

en notant 7 la coordonnée dans un repére cylindrique (défini localement) centré sur le centre de
courbure C (c.a.d. centre du cercle osculateur a la trajectoire).

L3 Mécanique 0 nique des fluides



9. Ecoulements inertiels Théorémes locaux

Equations en coordonnées curvilignes (suite)

9,
op " Relation de Coanda”.

or p?

C' (centre de courbure)
Corollaires :

o (a) Lorsque les lignes de courant sont courbées, la pression décrofit en se rapprochant du
centre de courbure. C'est I' "effet Coanda”, qui fait par exemple que I'écoulement d'un filet
d’eau rasant une cuiller est dévié vers celle-ci.

o (b) Dans des régions de I'écoulement ol les lignes de courant sont rectilignes et paralleles
(R — o0), alors la pression p est constante le long des droites perpendiculaires aux lignes de
courant.

o (c) Dans des zones de I'écoulement ol la vitesse est faible, la pression p est uniforme.

Conséquence importante : (de (b) et (¢) ) :
Dans les zones de recirculation couramment rencontrées dans le sillage d'objets non profilés, la
pression est uniforme et approximativement égale a la pression "loin de I'objet”.

Remarques :

o Si I'écoulement est a géométrie cylindrique, de la forme @ = ug(r)€p, alors la relation de
Coanda coincide exactement avec la projection dans la direction radiale de I'equation d’Euler
(cf. formulaire, section D.2).

o Si la gravité n’est pas négligeable, la relation de Coanda reste valable en remplagant la
pression p par la pression étoilée p* = p — (Py — pgz).
Dans la conséquence importante énoncée ci-dessus il suffit de remplacer "la pression est
uniforme” par "la pression suit une loi hydrostatique”.

L3 Mécanique 0 Mécanique des fluides



9. Ecoulements inertiels Théorémes locaux

Application classiques des théoremes locaux

1. Tube de Pitot (ou Antenne de Prandtl)

differentiel

Pression
statique

R

Pression
totale

2. Effet Venturi (TP)

3. Estimation de la trainée sur un cylindre, en présence de décollement.

nique des fluides



9. Ecoulements inertiels Théorémes intégraux

Théoremes intégraux : motivation

Probleme générique : calcul de la force exergée par un fluide F sur une structure de surface .
Méthode directe :

= i =
Fr,s = ?{ (piirms — 7 - firss)dS
=
Nécessite la connaissance du champ de pression et de contrainte visqueuse sur la surface...

pas toujours possible !

Alternative ?

— Bilan intégral de quantité de mouvement dans un volume de contrdle
bien choisi. ..

L3 Mécanique 0 nique des fluides



9. Ecoulements inertiels Théorémes intégraux

Théoréeme d’Euler

Rappel (chapitre 8) :
Soit €2 un volume de contrdle (fixe) dans le fluide. On note OS2 la frontiere du volume de contréle
€2, et 77 sa normale sortante.

Le bilan intégral de quantité de mouvement pour le fluide contenu dans 2 est donné par :

d
/pudV-i-?{ P (T - )dS:]{ (—pﬁ+?.ﬁ)ds+/p§dv (4)
dt 20 Q

Supposons que I'écoulement est stationnaire et que la frontiere 92 est composée de deux parties :

o Une surface 3 qui est la paroi d'un solide sur lequel le fluide exerce une force F' que I'on
cherche a déterminer

(et sur laquelle la répartition de pression et de contrainte visqueuse ne sont pas connues).

o Une surface I sur laquelle on connait (ou bien on peut modéliser) le champ de pression et de
vitesse, et sur laquelle la contrainte visqueuse peut &tre négligée (c.a.d. I est dans une région
de I'écoulement ol I'approximation fluide parfait est justifiée) !

Alors le bilan de quantité de mouvement prend la forme suivante, appelée Théoreme d'Euler :
Fo_,x = —/ [pt (@ - i) + pr] dS + / pgdVv (5)
r Jo

Utilité : dans de nombreux cas il est possible de séparer I" en plusieurs parties sur lesquelles p et @
sont supposés uniformes (cf TD 7).

Remarque : I'analyse dimensionnelle permet de montrer que le dernier terme (poids du fluide) est
neghgeablf_snus_la_candﬂ.mnlz_U_/_]L > 1 (nombre de Froude).
1. Il suffit en fait de supposer que la contrainte visqueuse normale 7 - 7 est négligeable sur I'. La contrainte

visqueuse tangentielle n'est pas toujours négligeable, par exemple dans une couche limite, mais celle-ci n’apparait
pas dans le bilan intégral.

L3 Mécanique 0 Mécanique des fluides



9. Ecoulements inertiels Théorémes intégraux

Théoréme d’Euler : Exemples d’applications

Force exercée par |I'écoulement dans une conduite coudée.
Jet impactant sur un auget (TP) ou sur une plaque (TD 9.1)

o
o
o Détermination de la poussée d'un moteur de fusée (cf. chapitre 12).
o

()

nique des fluides
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